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В однозонній моделі сильного зв’язку досліджено вплив домішки замі-
щення на енергетичний спектр та електропровідність графену. Встанов-
лено, що впорядкування атомів заміщення на вузлах кристалічної гратки 
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приводить до виникнення щілини в енергетичному спектрі графену ши-
риною η|δ| з центром в точці yδ, де η — параметр впорядкування, δ — різ-
ниця потенціалів розсіяння атомів домішки і вуглецю, y — концентрація 

домішки. Якщо рівень Фермі потрапляє в область зазначеної щілини, то 

при упорядкуванні графену електропровідність σαα → ∞, тобто виникає 

перехід метал–діелектрик. Якщо рівень Фермі лежить поза щілиною, то 

при збільшенні параметру порядку η електропровідність збільшується за 

законом σαα ∼ (y
2
 − (1/4)η2)−1. При концентрації y = 1/2 з впорядкуванням 

атомів домішки (η → 1) електропровідність графену σαα → ∞, тобто вини-
кає перехід графену в стан ідеальної провідності. Досліджено області ло-
калізації електронних домішкових станів, які виникають на краях спек-
тру та краях енергетичної щілини. 

Ключові слова: графен, енергетична щілина, густина станів, концентра-
ція домішки, параметр впорядкування, функція Гріна, перехід метал–
діелектрик, область локалізації електронних домішкових станів. 

In the one-band tight-binding model, the influence of substitutional impuri-
ties on the energy spectrum and electrical conductivity of graphene is stud-
ied. As determined, the ordering of substitutional impurity atoms on nodes 

of the crystal lattice causes the appearance of a gap in the energy spectrum of 

graphene with width η|δ| centred at the point yδ, where η is the parameter of 

ordering, δ is the difference of the scattering potentials of impurity and car-
bon atoms, and y is the impurity concentration. If the Fermi level falls in the 

region of the mentioned gap, then the electrical conductivity σαα → ∞ at the 

ordering of graphene, i.e., the metal–dielectric transition arises. If the Fermi 
level is located outside the gap, then the electrical conductivity increases 

with the parameter of order η by the relation σαα ∼ (y
2
 − (1/4)η2)−1. At the con-

centration y = 1/2, when the ordering of impurities η → 1, the electrical con-
ductivity of graphene σαα → ∞, i.e., the transition of graphene in the state of 

ideal electrical conductance arises. The localization region of impurity elec-
tronic states, which arise at the edges of the spectrum and edges of the energy 

gap, is investigated. 

Key words: graphene, energy gap, density of state, impurity concentration, 

ordering parameter, Green’s function, metal–insulator transition, region of 

localization of impurity electronic states. 

В однозонной модели сильной связи исследовано влияние примеси заме-
щения на энергетический спектр и электропроводность графена. Уста-
новлено, что упорядочение атомов замещения на узлах кристаллической 

решётки приводит к возникновению щели в энергетическом спектре гра-
фена шириной η|δ| с центром в точке yδ, где η — параметр упорядочения, 

δ — разность потенциалов рассеяния атомов примеси и углерода, y — 

концентрация примеси. Если уровень Ферми попадает в область указан-
ной щели, то при упорядочении графена электропроводность σαα → ∞, т.е. 

возникает переход металл–диэлектрик. Если уровень Ферми находится 

вне щели, то при увеличении параметра порядка η электропроводность 

возрастает по закону σαα ∼ (y
2
 − (1/4)η2)−1. При концентрации y = 1/2 с упо-

рядочением атомов примеси (η → 1) электропроводность графена σαα → 
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→ ∞, т.е. графен переходит в состояние идеальной проводимости. Иссле-
дована область локализации электронных примесных состояний, которые 

возникают на краях спектра и энергетической щели. 

Ключевые слова: графен, энергетическая щель, концентрация примеси, 
параметр упорядочения, функция Грина, переход металл–диэлектрик, 

область локализации электронных примесных состояний. 

(Отримано 21 грудня 2018 р.; остаточн. варіант — 15 січня 2019 р.) 
  

Останнім часом особливу увагу привертає можливість спрямованої 
модифікації графену за допомогою навмисно введених домішок, 
створених дефектів, висаджених на поверхні атомів або хімічно-
функціональних груп. При цьому, широкі можливості у зміні фізи-
чних властивостей графену відкриваються завдяки контрольова-
ному введенні домішок методом іонної імплантації. Графен, таким 

чином, стає базовою системою, що породжує новий клас функціо-
нальних матеріалів. Такі матеріали знаходять інколи несподівані 
застосування — від наноелектромеханічних систем до систем нако-
пичування водню. Безумовно, основні надії покладаються на гра-
фен у зв’язку з тим, що він має всі можливості стати у недалекому 

майбутньому наступником кремнію в електронних приладах, що 

дозволить суттєво підвищити рівень їх мініатюризації та робочі ча-
стоти. Квазірелятивістський спектр носіїв заряду, який обумовлює 

унікальність графену, у той же самий час стає на заваді викорис-
танню графена у польових транзисторах завдяки відсутності щіли-
ни у його спектрі. Відомо, що домішки можуть призводити до появи 

такої щілини, причому її ширина залежить від типу домішок та їх 

концентрації. 
 Більшість досліджень енергетичного спектру графену базується 

на теорії функціоналу густини. Найбільш суттєві досягнення сто-
суються самоузгодженого мета-градієнтного наближення з методом 

проектора приєднаних хвиль [1], який реалізований в пакетах про-
грам WASP і GAUSSIAN [1]. Числові розрахунки, що виконані за-
значеним методом, демонструють відкриття щілини в енергетич-
ному спектрі графену, зумовлене наявністю домішки. Однак, для 

з’ясування природи цього ефекту є необхідними, крім зазначених 

числових розрахунків, провести аналітичні дослідження впливу 

домішки на енергетичний спектр і властивості графену. 
 В роботі [2] в рамках теорії функціоналу густини з використан-
ням методу псевдопотенціалу розраховано електронну структуру 

ізольованого моношару, подвійного шару і тришарового графену та 

графену, вирощеного на ультра тонких шарах гексагонального ніт-
риду бору (h-BN). Показано, що для графену, вирощеного на моно-
шарі h-BN, з’являється заборонена зона шириною 57 меВ. 
 В роботі [3] аналогічним вказаному методом досліджено графен з 
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домішками алюмінію, кремнію, фосфору і сірки. Показано [3], що 

графен з 3% домішки фосфору має щілину шириною 0,67 еВ. В ро-
боті [4], використовуючи пакет програм QUANTUM-ESPRESSO, 
показана можливість відкриття щілини в енергетичному спектрі 
графену при внесенні домішок атомів бору і азоту (ширина щіли-
ни — 0,49 еВ), а також домішки атомів бору і адсорбованих на пове-
рхні атомів літію (ширина щілини становить 0,166 еВ). 
 Стає очевидним, що для з’ясування природи впливу домішок на 

енергетичний спектр та властивості графену недостатньо обмежи-
тися числовими розрахунками, виконаними зазначеними вище ме-
тодами. Необхідно в рамках простої, але адекватної моделі, що до-
зволяє одержати точні аналітичні розв’язки, описати енергетичний 

спектр та властивості графену. 
 В роботах [5–7] в однозонній моделі Ліфшиця розвинено теорію 

перебудови спектру графену, що відбувається за підвищення кон-
центрації точкових домішок, і передбачено можливість переходу 

метал–діелектрик у такій системі. Описаний на основі аналітично-
го розгляду перебіг перебудови спектру був підтверджений за допо-
могою числового експерименту, який дозволив переконатися в іс-
нуванні квазіщілини, заповненої локалізованими станами, і про-
демонстрував домінуючу роль у локалізації розсіювання на парах 

та трійках домішкових центрів. 
 В роботах [8–13] для дослідження впливу на електронну струк-
туру й електропровідність графену домішкових атомів чи атомів, 
що адсорбовані на поверхні, в зазначеній вище моделі виконано чи-
слові розрахунки в рамках квантово-механічного формалізму Ку-
бо–Грінвуда. Розвинений в роботах [8–13] метод зведення гаміль-
тоніану системи до тридіагонального вигляду застосовано для дос-
лідження впливу повністю упорядкованих атомів домішки на енер-
гетичний спектр та електропровідність графену в балістичному і 
дифузійному режимах провідності. В роботі [10] електронними роз-
рахунками встановлено, що в графені, який висаджено на підкла-
динці калію, в енергетичному спектрі електронів відкривається 

щілина шириною 0,45 еВ. В роботі [10] зроблено припущення, що 

виникнення даної щілини зумовлено зміною симетрії кристалу. Це 

припущення підтверджується результатами виконаної раніше ро-
боти [14], в якій в однозонній моделі Ліфшиця аналітично дослі-
джено вплив атомного впорядкування на енергетичний спектр та 

електропровідність сплаву. 
 В роботі [14] встановлено, що при далекому впорядкуванні спла-
ву в енергетичному спектрі електронів виникає щілина, ширина 

якої дорівнює різниці потенціалів розсіяння компонентів сплаву. 
Встановлено, що у випадку, коли рівень Фермі потрапляє в область 

зазначеної щілини, при далекому атомному впорядкуванні в сплаві 
виникає перехід метал–діелектрик. 
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 Слід зауважити, що при виникненні щілини в енергетичному 

спектрі графену у випадку, коли рівень Фермі потрапляє в область 

зазначеної щілини, швидкість електрона на рівні Фермі може зме-
ншуватись. Це призводить до зменшення рухливості електронів та 

електропровідності, що може привести до погіршення функціона-
льних характеристик графену, як матеріалу для польових транзис-
торів, в порівнянні з традиційними матеріалами на основі кремнію 

та германію. 
 Для з’ясування природи впливу впорядкування домішок на ене-
ргетичний спектр та електропровідність графену в роботі [15] вико-
ристано однозонну модель Ліфшиця. Встановлено, що впорядку-
вання атомів заміщення на вузлах кристалічної гратки приводить 

до виникнення щілини в енергетичному спектрі графену шириною 

η|δ| з центром в точці yδ, де η — параметр впорядкуання, δ — різни-
ця потенціалів розсіяння атомів домішки і вуглецю, y — концент-
рація домішки. Якщо рівень Фермі потрапляє в область зазначеної 
щілини, то при упорядкуванні графену електропровідність σαα → ∞, 

тобто виникає перехід метал–діелектрик. Якщо рівень Фермі ле-
жить поза щілиною, то при збільшенні параметру порядку η елект-
ропровідність збільшується за законом 

−
αασ ∼ − η2 2 1( /4) .y  При кон-

центрації y = 1/2 та впорядкуванні атомів домішки (η → 1) електро-
провідність графену σαα → ∞, тобто виникає перехід графену в стан 

ідеальної провідності. Однак зроблені в роботі [15] висновки ґрун-
туються на результатах аналітичного дослідження енергетичного 

спектру та електропровідності графену, виконаного в наближенні 
когерентного потенціалу. Залишилась поза увагою область збіжно-
сті застосованого в роботі [15] кластерного розкладу для функції 
Гріна та область застосування наближення когерентного потенціа-
лу, що і є предметом дослідження даної роботи. 
 Гамільтоніан в однозонній моделі Ліфшиця, яка описує одноеле-
ктронні стани графену з домішкою атомів заміщення, можна пред-
ставити у вигляді [15]: 

 ,
,

,in in i n
in in i n in

H in v in in h i n′ ′
′ ′≠

′ ′= +∑ ∑  (1) 

де ,in i nh ′ ′  — недіагональний у представленні Ван’є матричний еле-

мент гамільтоніана (інтеграл перескоку), котрий у прийнятому на-
ми наближенні діагонального безладу не залежить від випадкового 

розподілу атомів, νin — діагональний матричний елемент, що прий-
має значення νA

 або νB
 в залежності від того, який атом — A чи B 

знаходиться у вузлі in, i — номер підгратки, n — номер вузла підг-
ратки. 
 Добавимо і віднімемо у виразі (1) трансляційно інваріантний 

оператор σ∑ ,iin
in in  де σi — діагональний матричний елемент 
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гамільтоніану деякого ефективного впорядкованого середовища 

(когерентний потенціал), який залежить від номера підгратки. В 

результаті гамільтоніан графену можна представити у вигляді 

,H H V= +   

,
,

,i in i n
in in i n in

H in in in h i n′ ′
′ ′≠

′ ′= σ +∑ ∑  

 , ( ) .in in in i
in

V v v in v in= = − σ∑    (2) 

 Запізнювальна функція Гріна графену, яка є аналітичною функ-
цією у верхній напівплощині значень комплексної енергії z, визна-
чається виразом 

 1( ) ( ) .G z z H −= −  (3) 

Функція Гріна задовольняє рівнянню Дайсона 

 ,G G GVG= +    (4) 

де 

 1( )G z H −= −   (5) 

— функція Гріна для ефективного гамільтоніана H  у формулі (2). 
T-матриця розсіяння на випадковому потенціалі визначається 

співвідношенням 

 G G GTG= +    (6) 

і задовольняє рівнянню 

 ,T V VGT= +    (7) 

яке випливає з формул (4) і (6). 
 Представимо Т-матрицю розсіяння у вигляді 

 .in
in

T T= ∑  (8) 

Підставляючи вираз (2) для потенціалу розсіяння V  і вираз (8) для 

Т-матриці розсіяння в рівняння (7), можна подати Т-матрицю роз-
сіяння у вигляді нескінченого ряду [14]: 

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

(2) ,

( ) ( ) ( )

...n i n i n i

n i n i n i

T t T
≠

= + +∑ ∑  (9) 
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Тут 

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1
1(2) , ,n i n i n i n i n i n i n iT I t Gt G t Gt I Gt

−
   = − +   

     (10) 

де 

 1 1
1n i

in int I v G v
−

 = − 
   (11) 

— оператор розсіяння на одному вузлі, І — одиничний оператор. 
 Члени ряду (9) описують процеси багатократного розсіяння елек-
тронів на кластерах із одного, двох, трьох і т.д. центрів розсіяння. 
 Нехтуючи внеском процесів розсіяння на кластерах із трьох і бі-
льше атомів, які є малими за деяким параметром [14], густину од-
ноелектронних станів графену можна подати у вигляді: 

λ λ

λ

ε = ε
ν ∑ 0 0

,

1
( ) ( ),i i

i

g P g  

 

{
( ) ( )

}

0 0 ' / 0

0

(2) 0 , (2) , 0

0 ,0

2
( )  Im    

 ,

i i lj i

lj i

lj i lj lj i

i i

g G G t G P

G t T T G

llll  

≠
′l

′ ′ ′lllll   

ε = − + + ×
π

 × + + 

∑  

 

 (12) 

де ν = 2 — число підграток графену. 
 Використовуючи формулу Кубо–Грінвуда [16] і нехтуючи внес-
ком процесів розсіяння на кластерах із трьох і більше атомів, ста-
тичну електропровідність графену подамо у вигляді (T = 0 К) [14]: 
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′αβ β α

′=+ − σγ

′ ′ ′λ λ λ
β α
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 }
′ ′ ′ ′λ λ λ λ

α

′ ′ ′ ′λ λ λ λ
α

ε=µ

+ ε ε ε ε +

+ ε ε ε ε 





(2) , 0 (2) 0 ,

(2) , 0 (2) , 0

0 ,0

( ) ( , , ) ( )

( ) ( , , ) ( )) ,

λj i s s s i λj s

λj i s s s λj i s

i i

T K v T

T K v T
 (13) 

де ( , , ) ( ) ( ),s s s sK v G v G′ ′
α αε ε = ε ε  

 ( ) ( ),rG G+ε = ε 
 

*
1( ) ( ) ( ) ( ),a rG G G−ε = ε = ε  

 

( ),rG ε
 ( )aG ε

 — запізнювальна і випереджаюча функції Гріна відпо-

відно, 1 02Ω = Ω  — об’єм елементарної комірки графену, Ω0  — 

об’єм, що припадає на один атом. 
 У виразах (12), (13) 

0iPλ
 визначає ймовірність заповнення атома-

ми сорту λ = A, B вузла 0 кристалічної підгратки i = 1, 2: 

 = = + η = = − η = −01 02 0 0
1 2

1 1
, , 1 .

2 2
B B A i B iP y y P y y P P  (14) 

y — концентрація атомів домішки, η — параметр атомного впоряд-
кування. 
 У тих самих виразах величина 

′λ λ/ 0λj iP  визначає ймовірність запо-
внення атомом сорту λ′ вузла lj за умови, що атом сорту λ заповнює 

вузол 0i (параметр парних міжатомних кореляцій в заповнені ато-
мами домішки вузлів кристалічної гратки). 
 Когерентний потенціал визначається з умови 

1 1 0.n it =  Дужки 

означають усереднення за розподілом атомів домішки на вузлах 

кристалічної гратки. Із зазначеної вище умови випливає рівняння 

для когерентного потенціалу [13]: 

 σ = υ − υ − σ ε υ − σ υ = − υ + υ
0 ,0( ) ( ) ( ), (1 ) .i i A i i i B i i i A i BG y y  (15) 

 Покладаючи у виразі (15) vA = 0, одержимо 

 ,i iyυ = δ  (16) 

де 

 B Aδ = υ − υ  (17) 

— різниця потенціалів розсіяння компонентів графену з домішкою 

заміщення. 
 Для аналітичного опису енергетичного спектру і транспортних 

властивостей графену врахуємо лише перші складові у виразах (12) і 
(13), які дають основний внесок в густину станів і електропровідність. 
 Зазначені складові можна подати у вигляді: 

 0 ,0
,

2 2
( ) Im ( ) Im ( , ),i i ii

i i

g G G
N

ε = − ε = − ε
πν πν∑ ∑

k

k   (18) 
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* *
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,1 0 ,0
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( )( ( , ) ( , )) ( )( ( , ) ( , )) .
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e
G G G G

V
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G G G G

V N

αα α α

α α

 σ = − υ e − e υ e − e = π

 = − υ e − e υ e − e π

∑

∑
k

k k k k k k

    

    
 (19) 

Оператор α-проекції швидкості електрона у формулі (19) дається 

виразом: 

 
( )1

( ) ,ii
ii

h

k
′

′α
α

∂
υ =

∂
k

k


 (20) 

де ( )iih ′ k  — фур’є-образ інтегралу перескоку. 
 Хвильовий вектор у формулах (18), (19) змінюється у межах зони 

Бріллюена графену. 
 Фур’є-образ функції Гріна дається виразами: 

 

2 21
11 12

12 1
21 22 11

2

1 2 12 21

( )( , ) , ( , ) ,
( , ) ( , )

( )( , ) , ( , ) ( , ),
( , )

( , ) ( )( ) ( ) ( ).

hG G
D D
hG G G
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D h h

ε σε ε
ε ε

ε σε ε ε
ε ε σ

ε ε σ ε σ

−
= =

−
= =

−
= − − −

kk k
k k

kk k k
k

k k k

 

    (21) 

 Розрахунок Фур’є-образу інтегралу перескоку ( )iih ′ k  виконаємо в 

наближенні найближчих сусідів. 
 В даній моделі в енергетичний спектр електронів в середині зони 

основний внесок дають значення хвильового вектору k, що лежать в 

областях, які знаходяться в околі точок Дірака. На зону Бріллюена 

припадає дві такі області. Для зазначених областей 

 12 21( ) ( ) ,Fh h k= = υk k   (22) 

де υ = γ 1 03 | | /(2 )F a  — швидкість електрона на рівні Фермі, 
γ = π1 ( )ππ  та a0 — інтеграл перескоку [17] та відстань між найбли-
жчими сусідами відповідно. 
 Підставляючи формули (21), (22) у (18) і замінюючи підсумову-
вання по хвильових векторах k інтегруванням, одержимо: 

 

2
1 2

01,01 2 2
1 2

2
1 1

02,02 2 2
1 2

( )
( ) ln 1 ,

( )( )

( )
( ) ln 1 ,

( )( )

F

F

S w
G

S w
G

ε − σ
ε = − −

ε − σ ε − σπ υ

ε − σ
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ε − σ ε − σπ υ
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




 (23) 
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де 13 | |w = γ  — напівширина енергетичної зони чистого графену, 
2

1 03 3 / 2S a=  — площа елементарної комірки графену. 

 Розглянемо вплив впорядкування атомів на енергетичний спектр 

електронів графену з домішкою заміщення в граничному випадку 

слабкого розсіяння / 1.wδ <<  
 Розв’язок системи рівнянь (15), (23) в цьому випадку має вигляд: 
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( )
( ) ln 1 ,

( )( )

( )
(1 ) ln 1 ,
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 (24) 

при 1 2sign( ) sign( )′ ′ε − s = − ε − s  і 
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 (25) 

при 1 2sign( ) sign( ).′ ′ε − s = ε − s  
 У рівняннях (24), (25), i

′σ  і i
′′σ  дійсна та уявна частини когерент-

них потенціалів σi, i = 1, 2. 
 Аналіз формул (24), (25) показує, що при упорядкуванні атомів 

домішки в енергетичному спектрі графену виникає щілина шири-
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ною η|δ| з центром у точці yδ. Значення енергії ε, які відповідають 

краям енергетичної щілини, визначаються з рівнянь: ′ε − σ =1 0,
′ε − σ =2 0.  Із рівнянь (14) випливає, що максимальне значення па-

раметра впорядкування дорівнює ηmax = 2y, y < 1/2. При повному 

впорядкуванні атомів домішки, ширина щілини дорівнює 2y|δ|, тоб-
то пропорційна концентрації домішки y і модулю різниці потенціа-
лів розсіяння компонентів графену δ. При y = 1/2 ширина щілини 

приймає максимальне значення |δ|. Для δ > 0 і δ < 0 щілина розташо-
вана відповідно праворуч і ліворуч точки Дірака на шкалі енергій. 
Як видно з формул (18), (24), густина електронних станів γ(ε) = 0 в 

наближенні когерентного потенціалу для цієї області значень енер-
гії. 
 При виникненні енергетичної щілини, як випливає з виразів 

(18), (25), в околі краю щілини значення густини станів прямує до 

нескінченності. Це зумовлено наявністю других складових у вира-
зах для когерентних потенціалів 1,′σ  2

′σ  (25). Ширина даної області 
енергій дорівнює: 

 
 ∆ε η π

= − < η ≤ 
η δ ηδ − + η − η 

2

2

( ) 2
εxπ , 0 2 .

| | 3 3 (1 / 2)( / 2)

w y w
y

w y y
 (26) 

За межами зазначеного піку густина станів збільшується за ліній-
ним законом із збільшенням відстані до краю щілини: 

 1
2 2

( ) ( )
( ) , .i

F

S y
g

w w w

′ε − δ ε − σ∆ε η δ
ε = < ≤

π υ
 (27) 

 Оцінка ширини піку (26) виконана за умови, що значення густи-
ни станів на схилі піку в два рази перевищує її значення в точці 
прилеглого мінімуму. 
 Зазначений результат одержано у випадку малого значення по-
тенціалу розсіяння |δ/w| << 1. Залежність густини станів від енергії 
для довільного значення потенціалу розсіяння має більш складний 

вигляд. 
 На рисунку 1 показано результати числових розрахунків густини 

станів графену при потенціалі розсіяння δ/w = −0,3, гіпотетичному 

значенні концентрації домішки заміщення y = 1/2 і значенні пара-
метра порядку η = 1/2. Як видно з цього рисунку, при впорядкуван-
ні домішки заміщення, η = 1/2, в енергетичному спектрі графену 

виникає щілина. Тонка структура залежності густини станів від 

енергії в околі щілини зображена на рис. 1, б–г. 
 Для порівняння на рис. 2 зображено залежність густини станів 

від енергії для потенціалу розсіяння δ/w = −0,3, концентрації y = 0,2 

і різних значень параметра порядку η. Як видно, ширина щілини 

зростає зі значенням параметра порядку, що якісно узгоджується з 



438 С. П. РЕПЕЦЬКИЙ, І. Г. ВИШИВАНА, С. П. КРУЧИНІН та ін. 

висновками, одержаними для граничного випадку слабкого розсі-
яння |δ/ω| << 1. 
 Якщо рівень Фермі потрапляє в область виникаючої щілини, то 

число вільних носіїв заряду прямує до нуля. В цьому випадку, як 

випливає з формул (19) і (25), електропровідність σαα → 0 при упо-
рядкуванні домішки, тобто виникає перехід метал–діелектрик. 
 Дослідимо електропровідність графену у випадку, коли рівень 

Фермі знаходиться поза щілиною. Підставляючи формули (20)–
(22), (25) у формулу (19) і замінюючи підсумовування по хвильових 

векторах інтегруванням, отримаємо 

 

Рис. 1. Залежність густини електронних станів від енергії для графену з 

концентрацією домішки заміщення y = 1/2 при значеннях потенціалу роз-
сіяння δ/w = −0,3 і параметра порядку η = 1/2. Зображено всю область зна-
чень енергії (а), область щілини (б), області енергії в околі лівого (в) і пра-
вого (г) країв щілини. 

Fig. 1. Dependence of the density of electron states on energy for graphene 

with the concentration of substitutional impurity y = 1/2, values of scattering 

potential δ/w = −0.3, and parameter of ordering  η = 1/2. A whole region of 

energy values (a), the gap region (б), the energy region in the vicinity of the 

left edge of the gap (в) and the right edge of the gap (г). 
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де d — товщина графену. Слід зауважити, що множник d у знамен-
нику правої частини формули (28) можна опустити, оскільки у ви-
разі для електроопору графену він скорочується. 
 На рисунках 3–5 показано залежності енергії електрона від хви-
льового вектора для чистого графену (рис. 3) і для графену з повніс-
тю впорядкованою домішкою заміщення (η = 1) з гіпотетичним зна-
ченням концентрації y = 1/2 для двох випадків значення потенціа-
лу розсіяння: δ > 0 (рис. 4) і δ < 0 (рис. 5). Залежність енергії елект-
рона від хвильового вектора для повністю впорядкованого розта-
шування домішки дається формулою, яка випливає з рівняння для 

полюсів функції Гріна (21): 
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 (29) 

В околі точки Дірака залежність енергії від хвильового вектора має 

вигляд: 

 

Рис. 2. Залежність густини електронних станів від енергії для потенціалу 

розсіяння δ/w = −0,3, концентрації y = 0.2 і різних значень параметра по-
рядку: η = 0,1 (а), η = 0,25 (б), η = 0,5 (в). Зображено область енергії в околі 
щілини. 

Fig. 2. Dependence of the density of electron states on energy for values of the 

scattering potential δ/w = −0.3, impurity concentration y = 0.2, and different 

values of ordering parameter: η = 0.1 (а), η = 0.25 (б), η = 0.5 (в). The region of 

energy in the vicinity of the gap is shown. 
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 Як видно з рисунків 4 і 5, при впорядкуванні домішки заміщення 

з стехіометричною концентрацією y = 1/2, в енергетичному спектрі 
графену виникає щілина. При параметрі розсіяння δ > 0 щілина ро-
зташована справа від точки Дірака на шкалі енергій, при δ < 0 — 

зліва від точки Дірака. 
 Таким чином, вищезгадані результати вказують на те, що поява 

щілин в енергетичному спектрі графену пов’язана з упорядкуван-
ням атомів домішки заміщення. Ми показали, що при упорядку-
ванні атомів домішки в енергетичному спектрі графену виникає 

щілина шириною η|δ| з центром в точці yδ. Максимальне значення 

параметра впорядкування max 2 , 1/2.y yη = <  При повному впоряд-
куванні атомів домішки ширина енергетичної щілини дорівнює 

2y|δ|, тобто вона пропорційна концентрації домішки y і модулю різ-
ниці потенціалів розсіювання компонентів графену δ. Для y = 1/2 

ширина щілини приймає максимальне значення |δ|. При повному 

впорядкуванні атомів домішки різні компоненти графену розташо-
вані на різних підгратках. В наближенні когерентного потенціалу 

це описується ступінчатим потенціалом, значення якого залежить 

від концентрації домішки y і різниці потенціалів розсіювання ком-

 

Рис. 3. Залежність енергії електрона від хвильового вектора для чистого 

графену. Справа зображено область точки Дірака. 

Fig. 3. Dependence of the electron energy on the wave vector for pure gra-
phene. The region of the Dirac point is shown on the right. 
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понентів δ. Симетрія графену з впорядкованою домішкою заміщен-
ня є нижчою від симетрії чистого графену, що є причиною появи 

енергетичної щілини. 
 Якщо рівень Фермі потрапляє в область щілини, що виникає при 

впорядкуванні графену, то електрична провідність σαα → 0, тобто 

виникає перехід метал–діелектрик. 
 Якщо рівень Фермі знаходиться поза щілиною, то, як видно з фо-
рмули (27), електрична провідність зростає з параметром порядку η 

згідно співвідношення 

 
1

2 21
.

4
y

−

αα
 σ ∼ − η 
 

 (31) 

При концентрації y = 1/2, якщо параметр порядку η → 1, електрич-
на провідність графену σαα → ∞, тобто графен переходить у стан іде-
альної провідності. 
 Аналітичне дослідження впливу впорядкування домішки на ене-
ргетичний спектр та електропровідність графену виконано в даній 

роботі в наближенні когерентного потенціалу. Як показано в роботі 
[14], внески процесів розсіяння електронів на кластерах в густину 

 

Рис. 4. Залежність енергії електрона від хвильового вектора для графену з 

повністю впорядкованою домішкою з концентрацією y = 1/2 і параметром 

розсіяння δ/w = 0,1. Справа зображено область точки Дірака. 

Fig. 4. Dependence of the electron energy on the wave vector for graphene 

with a completely ordered impurity with the concentration y = 1/2 and scat-
tering parameter δ/w = 0.1. The region of the Dirac point is shown on the 

right. 
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станів та електропровідність зменшуються зі збільшенням числа 

атомів у кластері за деяким малим параметром γ. Зазначений пара-
метр γ є малим у широкій області зміни характеристик кристалу, за 

виключенням вузьких інтервалів значень енергії на краях спектру 

та краях енергетичної щілини. Як випливає з виразу для параметру 

γ, ширина цього інтервалу значень енергії на краях щілини дається 

виразом: 

 
2

2

( )
exp .

3 3 (1 / 2)( / 2)

w

w y y

 ′∆e η p
= − 

δ − − η + η 
 (32) 

В області значень енергії (32) параметр γ(ε) приймає значення 

1/2 ( ) 1.≤ γ ε ≤  Таким чином, процеси розсіяння на кластерах при 

значеннях енергії електронів, що лежать в інтервалі (32), дають 

значний внесок у густину станів та електропровідність. 
 В наближенні когерентного потенціалу графен з домішкою опи-
сується моделлю ефективного періодичного середовища. Зазначене 

вище вказує на те, що наближення когерентного потенціалу немо-
жливо застосувати для вузьких областей спектра (32), оскільки при 

цих енергіях електронів у графені виникають локалізовані доміш-

 

Рис. 5. Залежність енергії електрона від хвильового вектору для графену з 

повністю впорядкованою домішкою з концентрацією y = 1/2 і параметром 

розсіяння δ/w = −0,1. Справа зображено область точки Дірака. 

Fig. 5. Dependence of the electron energy on the wave vector for graphene 

with a completely ordered impurity with the concentration y = 1/2 and scat-
tering parameter δ/w = −0.1. The region of the Dirac point is shown on the 

right. 
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кові стани. 
 Зазначені висновки відносно появи щілини в енергетичному спе-
ктрі графену, при впорядкуванні домішки, узгоджуються з резуль-
татами числових розрахунків виконаних в роботі [18] в рамках са-
моузгодженої багатозонної моделі сильного зв’язку для графену на 

підкладинці калію. В роботі [18] розраховано енергетичний спектр 

графену з адсорбованими на поверхні атомами калію. Показано, що 

при впорядкованому розташуванні атомів калію, при якому на еле-
ментарну комірку припадає два атоми вуглецю і один атом калію, в 

енергетичному спектрі графену виникає щілина. В роботі [18] вста-
новлено, що виникнення щілини зумовлене впорядкованим розта-
шуванням графену. 
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